11.1

a) Kyseessé on toistokoe, jossa toistojen lukumééard n =30 ja yksittdisessa

toistossa ykkosen todenndkoisyys p = 1.

6

Lasketaan todenndkoisyys saada tdsmélleen 9 ykkdosta.

R I L I P

~ 0,0309 n=30, r=9, p=1/6

n
r

b) Ykkosten lukumédird X noudattaa binomijakaumaa Bin(30; 1/6).
Arvioidaan binomijakaumaa normaalijakaumalla.

Lasketaan 30 heitolla saatavien ykkdsten lukuméérian
odotusarvo ja keskihajonta.

.%:5 = np

o= 30%% ~ 2,0412 o = Jnp(1—p)

Ykkosten lukumaidrd X noudattaa likimain
normaalijakaumaa N(5; 2,04121).

Mairitetddn GeoGebran todenndkdisyyslaskurilla todennédkdisyys
saada 9 ykkostd eli P(8,5<X <9,5).



-4 -2 o 2 4

_/~ Normaalijakauma v p 8
101 ¢
P( 85 X< 95 )= 0.0295

P(8,5< X <9,5)~ 0,0295

Vastaus
a) 0,0309
b) 0,0295




11.2

a) Kyseessd on toistokoe, jossa toistojen lukumiird » =100 ja
yksittiisessi toistossa klaavan todennikoisyys p = 0,5.

Lasketaan todenndkoisyys saada tismalleen 50 klaavaa.

100
P(50 klaavaa) :[ 50] .0,5%0(1—0,5)100-50  p _

n| )
r
~ 0,0796

n=30, r=9, p=1/6

b) Klaavojen lukuméédrd X noudattaa binomijakaumaa Bin(100; 0,5).
Arvioidaan binomijakaumaa normaalijakaumalla.

Lasketaan 100 heitolla saatavien klaavojen lukumééran odotusarvo ja
keskihajonta.

w=100-0,5=50 [ =np

o =4/100-0,5-(1—0,5) =5 o =Jnp(1—p)

Klaavojen lukumiérd X noudattaa likimain
normaalijakaumaa N(5; 2,04121).

Madritetddn GeoGebran todennikdisyyslaskurilla todennékoisyys
saada 50 klaavaa eli P(49,5 <X < 50,5).



30 35 40 45 50 55 60 65 70

_/~ Normaalijakauma v p 50 a5
101
p( 495 <X< 505 )= 0.0797

P(49,5 < X <50,5) ~ 0,0797

Vastaus
a) 0,0796
b) 0,0797



11.3

Kyseessé on toistokoe, jossa toistojen lukumadird »n =300 ja yksittdisessa

toistossa kruunan todennikoisyys p = 0,5.

Kruunien lukuméérd X noudattaa binomijakaumaa Bin(300; 0,5).
Arvioidaan binomijakaumaa normaalijakaumalla. Lasketaan 300 heitolla
saatavien kruunien lukumééarén odotusarvo ja keskihajonta.

o =4/300-0,5-(1—0,5) ~ 8,6603 o = np(1— p)

Kruunien lukuméird X noudattaa siis likimain
normaalijakaumaa N(150; 8,6603).
Mairitetdén GeoGebran todenndkdisyyslaskurilla todennédkdisyys saada

140-160 kruunaaeli P(139,5 < X <160,5).

110 120 130 140 150 170 180 19

_/~  Normaalijakauma v p 150 o 8.6603

101 ¢

p( 1395 <X= 1605 )= 0.7747

P(139,5 < X <160,5) ~ 0,775
Kun kolikkoa heitetdan 300 kertaa, saadaan 140-160 kruunaa
todennékoisyydelld 0,775.

Vastaus 0,775



11.4

Kyseessé on toistokoe, jossa toistojen lukumidird n =2000 ja yksittiisessa

toistossa kuutosen todennékdisyys p = 1.

6

Kuutosten lukuméérd X noudattaa binomijakaumaa Bin(2000; 1/6).
Arvioidaan binomijakaumaa normaalijakaumalla.

Lasketaan 2000 heitolla saatavien kuutosten lukumaéaran
odotusarvo ja keskihajonta.

= 2000% ~ 333,3333 1= np

o= /2000%% ~ 16,6667 o= Jnp(l— p)

Kuutosten lukuméédrd X noudattaa likimain
normaalijakaumaa N(333,3333; 16,6667).

a) Madritetddn GeoGebran todennikoisyyslaskurilla todennidkdisyys
saada 300-320 kuutosta eli P(299,5 < X <320,5).

260 280 300 320 340 360 380 400

_/~  Normaalijakauma v g 3333333 5 16.6667

1Ex e

P( 2995 <X< 3205 )= 0.1995

P(299,5 < X <320,5) ~ 0,1995




b) Miiritetddn GeoGebran todennékdisyyslaskurilla todennédkdisyys
saada 380-400 kuutosta eli P(379,5 < X <400,5).

A
260 280 300 320 340 360 380 400

_/~  Normaalijakauma v o 333.3333 5 16.6667

1@

P( 379.5 X< 4005 )= 0.0028

P(279,5 < X < 400,5) ~ 0,0028

Vastaus
a) 0,1995 b) 0,0028



11.5

Kyseessé on toistokoe, jossa toistojen lukumidird n = 1000 ja yksittiisessa

toistossa klaavan todennikoisyys p = 0,3.

Klaavojen lukumddrd X noudattaa binomijakaumaa Bin(1000; 0,5).
Arvioidaan binomijakaumaa normaalijakaumalla. Lasketaan 1000 heitolla
saatavien klaavojen lukuméérdn odotusarvo ja keskihajonta.

w=1000-0,5= 500 =np
U:\/IOOO-O,S-(I—O,S) ~ 15,8114 o =+/np(1—p)

Klaavojen lukumiérd X noudattaa siis likimain
normaalijakaumaa N(500; 15,8114).

a) Madritetddn GeoGebran todennikoisyyslaskurilla todennidkodisyys saada
korkeintaan 480 klaavaaeli P(X <480,5).

440 460 480 500 520 540 560

_/~  Normaalijakauma v p 500 g 15.8114

Alox e

P(X< 4805 )= 0.1087

P(X < 480,5) ~ 0,109,
Kun kolikkoa heitetddn 1000 kertaa, saadaan korkeintaan 480
klaavaa todenndkoisyydellda 0,109.



b) Maéiritetddn GeoGebran todenndkdisyyslaskurilla todennédkdisyys saada
vihintdan 480 klaavaaeli P(X > 479,5).

240 460 480 500 560

_/~ Normaalijakauma ~ oy 500 o 15.8114
1001

P( 479.5 <X)= 0.9026

P(X >479,5)~ 0,903

Kun kolikkoa heitetddn 1000 kertaa, saadaan vahintddn 480 klaavaa
todennékdisyydelld 0,903.

Vastaus
a) 0,109
b) 0,903



11.6

Kyseessé on toistokoe, jossa toistojen lukumdird n =132 ja yksittdisessd

toistossa oikean arvauksen todennékdisyys p = 1

3

Oikeiden arvausten lukumaiard X noudattaa
binomijakaumaa Bin(132; 1/3).

Arvioidaan binomijakaumaa normaalijakaumalla.

Lasketaan 132 arvauksella saatavien oikeiden arvausten lukumaéérian
odotusarvo ja keskihajonta.

%:44 p=np

o= 132%% ~ 5,4160 o = np(1— p)

Oikeiden arvausten lukuméirda X noudattaa likimain
normaalijakaumaa N(44; 5,4160).

Madritetddn GeoGebran todenndkdisyyslaskurilla todenndkdisyys saada
vihintdan 50 arvausta oikeineli P(X >49,5).



20 25 30

/" Normaalijagkauma v ou 44 o 5416

1 01 X[

P( 49.5 <X)= 0.1549
P(X >49,5)~ 0,155 .

Mika saa véhintddn 50 arvausta oikein todennékoisyydelld 0,155.

Vastaus
0,155



11.7

a) Kyseessd on toistokoe, jossa toistojen lukumiérda » =120 ja
yksittdisessd toistossa oikean arvauksen todenndkoisyys p = % .

Lasketaan GeoGebran todenndkdisyyslaskurilla todennékdisyys saada
ainakin 30 arvausta oikein.

60 80

1
_/~ | Binomijakauma v n 120 P 5
101X
p( 30 <X)= 01067

P(ainakin 30 oikein) ~ 0,0107



b) Oikeiden arvausten lukumédrd X noudattaa
binomijakaumaa Bin(120; 1/5).

Arvioidaan binomijakaumaa normaalijakaumalla.

Lasketaan 120 arvauksella saatavien oikeiden vastausten lukumé&éarian
odotusarvo ja keskihajonta.

u=120%=24 = np

o= 120%% ~ 4,3818 o = Jnp(1— p)

Oikeiden arvausten lukuméird X noudattaa likimain
normaalijakaumaa N(24; 4,3818).

Mairitetddn GeoGebran todenndkdisyyslaskurilla todennédkdisyys
saada vihintiin 30 arvausta oikeineli P(X >29,5).

5 10 15 40

_/~ Normaalijakauma v o 24 o 3818
10X
P( 295 <X)= 0.1047

P(X >29,5) ~ 0,105

Vastaus a) 0,107 b) 0,105



11.8

Taulukoidaan kahden nopan silmélukujen summat 6x6-taulukkoon.

2. noppa
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noppa

Kyseessé on toistokoe, jossa toistojen lukumdird n =100 ja yksittdisessd

toistossa silmélukujen summa on yli 8 todenndkdisyydelld p = 10

36 °

Olkoon satunnaismuuttuja X: ’niiden heittojen lukumééri, joissa
silmélukujen summa on yli 8”.

X noudattaa binomijakaumaa Bin(100; 10/36).
Arvioidaan binomijakaumaa normaalijakaumalla.

Lasketaan binomijakauman odotusarvo ja keskihajonta.

,uleO-%%27,7778 Ww=np

a:\/IOO-;g-363_610 ~ 44790 o= Jnp(1— p)

Satunnaismuuttuja X noudattaa likimain
normaalijakaumaa N(27,7778; 4,4790).



Madritetddn GeoGebran todennikdisyyslaskurilla todenndkdisyys
saada ainakin 40 kertaa silméilukujen summaksi yli 8 eli P(X >39,5).

15 20 25 30 =

10

/" Normaaljgkauma ~ ~ p 277778 g 4.479

100X

pP( 395 <X)= 00044
P(X >39,5) ~ 0,0044
Vastaus

0,0044



11.9

a) Kyseessd on toistokoe, jossa toistojen lukumiddrd n =40 ja yksittiisessé
1

toistossa ykkosen todennédkdisyys p = T

Lasketaan todennékdisyys saada tismélleen 10 ykkosta.

40-10
-

Alw

PO ykkostd) = [Tg] ()

n r n—r
p'(1—p)

7

~ 0,144 n=40, r=10, p=1/4

b) Ykkosten lukuméird X noudattaa binomijakaumaa Bin(40; 1/4).
Arvioidaan binomijakaumaa normaalijakaumalla.

Lasketaan 40 heitolla saatavien ykkdsten lukuméérian
odotusarvo ja keskihajonta.

n=40-1 =10 ju=np
o= 40%% ~ 2,7386 o =np(1— p)

Ykkosten lukumaidrd X noudattaa likimain
normaalijakaumaa N(10; 2,7386).

Mairitetddn GeoGebran todenndkdisyyslaskurilla todennékdisyys
saada 10 ykkostd eli P(9,5 <X <10,5) .



/" Normaaljakauma  ~ p 10

101 ¢

P( 95 <X< 105

)= 0.1449

P(9,5< X <10,5) ~ 0,145

Vastaus
a) 0,144
b) 0,145

20

22



11.10

Kyseessé on toistokoe, jossa toistojen lukumdird n =500 ja yksittdisessd
toistossa klaavan todennikoisyys p = 0,5.

Klaavojen lukuméédrd X noudattaa binomijakaumaa Bin(500; 0,5).
Arvioidaan binomijakaumaa normaalijakaumalla.

Lasketaan 500 heitolla saatavien klaavojen lukumaéran
odotusarvo ja keskihajonta.

w=1500-0,5=250 W=np

o =/500-0,5-(1—0,5) =11,1803 o = /np(l— p)

Klaavojen lukuméérd X noudattaa likimain
normaalijakaumaa N(250; 11,1803).

a) Madritetddn GeoGebran todennikoisyyslaskurilla todennidkdisyys
saada 200-240 klaavaaeli P(199,5 < X <240,5).

200 210 220 230 240 250 260 270 280 290 3

_/~  Normaalijakauma v p 250 o 11.1803
101 ¢
p( 1995 sXs 2408 )= 0.1977

P(199,5 < X < 240,5) ~ 0,1977



b) Miiritetddn GeoGebran todennékdisyyslaskurilla todennédkdisyys
saada 200-220 klaavaaeli P(199,5 < X <220,5).

;00 210 220 230 240 250 260 270 280 290 El
/" Normaalijakauma v o 250 o 11.1803

1o
p( 199.5 <X< 2205 )= 0.0042

P(199,5 < X < 240,5) ~ 0,1977

Vastaus
a) 0,1977
b) 0,0042



11.11

Kyseessé on toistokoe, jossa toistojen lukumédird n =400 ja yksittdisessa
toistossa kahden kruunan todennikéisyys p =0,5-0,5=0,25.

Kruunaparien lukuméérd X noudattaa binomijakaumaa Bin(400; 0,25).
Arvioidaan binomijakaumaa normaalijakaumalla.

Lasketaan 400 toistolla saatavien kruunaparien lukuméaarin
odotusarvo ja keskihajonta.

1= 400-0,25 = 100 = np
o = \[400-0,25-(1—0,25) ~ 8,6603 o = \/np(1— p)

Klaavojen lukuméérd X noudattaa likimain
normaalijakaumaa N(100; 8,6603).
Madritetddn GeoGebran todennikdisyyslaskurilla todenndkdisyys

saada 90-110 klaavaaeli P(89,5 <X <110,5).

&0 70 80 20 100 120 130

/~ Normaalijakauma v oy 100 o 8.6603

1[0)x ¢

P( 895 X< 1105 )= 0.7747

P(89,5< X <110,5) ~ 0,775

Vastaus 0,775



11.12

Kyseessé on toistokoe, jossa toistojen lukumidird n =60 ja yksittiisessa

toistossa oikean arvauksen todennékdisyys p = 1

3

Oikeiden arvausten lukumaiard X noudattaa
binomijakaumaa Bin(60; 1/3).

Arvioidaan binomijakaumaa normaalijakaumalla.

Lasketaan 60 arvauksella saatavien oikeiden arvausten lukumaéérian
odotusarvo ja keskihajonta.

,u:60‘%:20 W= np

o= 60%% ~3,6515 o = np(1— p)

Oikeiden arvausten lukuméard X noudattaa likimain
normaalijakaumaa N(20; 3,6515).

Madritetdéin GeoGebran todennékdisyyslaskurilla todennédkdisyys saada
vahintddn puolet eli 30 arvausta oikein eli P(X > 29,5).



a5

/7 Normaalijakauma v o

101 I (]

P( 295 <X)= 00046

P(X >29,5) ~0,0046.

Arvaamalla vastaava opiskelija ldpdisee kokeen
todennékdisyydelld 0,0046.

Vastaus
0,0046




11.13

Kyseessé on toistokoe, jossa toistojen lukumdird n = 1900 ja
yksittdisessa toistossa henkilo kannattaa ehdokasta

todennikdisyydelld p =49 % =0,49.

Kannattajien lukuméérd X noudattaa
binomijakaumaa Bin(1900; 0,49).

Arvioidaan binomijakaumaa normaalijakaumalla.

Lasketaan 1900 toistolla saatavien kannattajien lukuméaéran
odotusarvo ja keskihajonta.

w=1900-0,49 =931 [=np
o =/1900-0,49-(1—0,49) ~ 21,7901 & = \/np(1— p)

Oikeiden arvausten lukuméird X noudattaa likimain
normaalijakaumaa N(931; 21,7901).

Madritetdéin GeoGebran todennékdisyyslaskurilla todennédkdisyys, ettd yli

puolet eli yli % = 950 henkil6d kannattaa ehdokasta.
On siis madritettiva P(X > 950,5).



840 BE0 800 940 980 1000 1020

_/~  Normaaljakauma v p 931 g 21.7901

101 1(C)

P( 950.5 <X)= 0.1854

P(X >950,5) ~ 0,185

Enemmisto kannattaa ehdokasta todennikoisyydellda 0,185.

Vastaus
0,185



11.14

Kyseesséd on toistokoe, jossa toistojen lukumdird n =2000 ja
yksittdisessa toistossa valittu henkild kdvi ddnestdmassi

todennikdisyydella p = 72,1 % = 0,721,

Adnestineiden lukumaddrd X noudattaa
binomijakaumaa Bin(2000; 0,721).

Arvioidaan binomijakaumaa normaalijakaumalla.

Lasketaan 2000 toistolla saatavien ddnestdneiden lukumaérian
odotusarvo ja keskihajonta.

p=2000-0,721 = 1442 W= np
o =4/2000-0,721-(1—0,721) ~ 20,0579 o = Jnp(1— p)

Satunnaismuuttuja X noudattaa likimain
normaalijakaumaa N(1442; 20,0579).

a) Maédritetddn GeoGebran todennikoisyyslaskurilla todennikoisyys, ettd
véahintddn 72 % otoksen dénioikeutetuista kivi dédnestdmaéssa.

Koska 0,72-2000 = 1440, on méiritettava P(X >1439,5).



1360 1380 1400 1420 1440 1460 1520

_/  Normaaljakauma  ~ p 1442 g 20.0579

1 B It

p( 1439,5 <X)= 05496

P(X >1439,5) ~ 0,550 = 55,0 %.

Viahintdadn 72 % otoksen ddnioikeutetuista kdvi ddnestamassa
todennékdisyydelld 55,0 %.

b) Madritetdéin GeoGebran todennékdisyyslaskurilla todennékdisyys, ettd
valitun otoksen ddnestysaktiivisuus poikkeaa todellisesta 72,1 %:n
ddnestysaktiivisuudesta vahintddn 2,0 prosenttiyksikkoa.

Otoksen dénestysaktiivisuuden on télldin oltava

korkeintaan 72,1 % —2,0 % = 70,1 % = 0,701

tai

vahintdan 72,1 % + 2,0 % = 74,1 % = 0,741.

Vastaavat rajat ovat 0,701-2000 = 1402 ja 0,741-2000 = 1482.

On madritettava P(X <1402,5 tai X >1481,5).



1360 1380 1400 1420 1440 1460 1480 1500 1520

/7 Normaalijakauma v oop 1442 o 20.0579
1 0xe
P(X< 14025 )+ P(X= 14815 ) = 0.0245 + 0.0245 = 0.0489

P(X <1402,5 tai X >1481,5)~0,049=4,9%.

Otoksen dénestysaktiivisuus poikkesi véhintdédn 2,0 prosenttiyksikkoa
todellisesta dénestysaktiivisuudesta todennédkoisyydelld 4,9 %.

Vastaus a) 55,0 % b) 4,9 %



11.15

Taulukoidaan kahden nopan silmélukujen erot 6x6-taulukkoon.

2. noppa
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1. noppa

a) Kyseessd on toistokoe, jossa toistojen lukumiird n =200 ja

yksittiisessé toistossa silméilukujen ero on véhintddn 4

todennikdisyydelld p—= 6 — L

36 6

Olkoon satunnaismuuttuja X: “niiden heittojen lukumééra, joissa
silmilukujen ero on véhintdén 4”.

X noudattaa binomijakaumaa Bin(200; 1/6).
Arvioidaan binomijakaumaa normaalijakaumalla.

Lasketaan binomijakauman odotusarvo ja keskihajonta.

o= 200% ~ 33,3333 1= np
o= /200%-(1—%) ~52705 o= Jmp(l—p)

Satunnaismuuttuja X noudattaa likimain
normaalijakaumaa N(33,3333; 5,2705).



Maiiritetdédn GeoGebran todennékdisyyslaskurilla
todennékdisyys saada ainakin 50 kertaa silmélukujen

eroksi vahintidn 4 eli P(X >49,5).

10 15 20 25 30 35 40 45 50 55
/7 Normaalijakauma v p 333333 g 52705
100X
P( 495 =X)= 0.0011

P(X >49,5)~0,0011

b) Kyseessd on toistokoe, jossa toistojen lukuméird n =200 ja
yksittdisessé toistossa silméilukujen ero on tasan 1 todenndkdisyydelld

_ 10 _ 5

P =36 718"

Olkoon satunnaismuuttuja Y: ”niiden heittojen lukumaaré, joissa
silmélukujen ero on tasan 1.

Y noudattaa binomijakaumaa Bin(200; 5/18).
Arvioidaan binomijakaumaa normaalijakaumalla.

Lasketaan binomijakauman odotusarvo ja keskihajonta.



u:zoo-%zss,ssss = np

o= \/200-158~(1—158) ~ 63343 o= Jnp(l—p)

Satunnaismuuttuja Y noudattaa likimain
normaalijakaumaa N(55,5555; 6,3343).

Mairitetdén GeoGebran todenndkdisyyslaskurilla
todennikdisyys saada ainakin 50 kertaa silmédlukujen

eroksi tasan 1 eli P(Y >49,5).

25 30 35 40 45 50 55 &0 B85 70 75 80

/7 Normaaljakauma v p 55.5555 g 6.3343

10 X[

p( 495 <X)= 0.8305
P(Y > 49,5) ~ 0,8305
Vastaus
a) 0,0011

b) 0,8305



11.16

Kyseessé on toistokoe, jossa toistojen lukumdird n =379 ja
yksittdisessa toistossa henkilo saapuu lennolle

todennikdisyydellda p =95 % =0,95.

Lennolle saapuvien matkustajien lukuméérd X noudattaa
binomijakaumaa Bin(379; 0,95).

Arvioidaan binomijakaumaa normaalijakaumalla.

Lasketaan 379 toistolla saapuvien matkustajien lukuméaéran
odotusarvo ja keskihajonta.

pu=1379-0,95 =360,05 [ =np
o =/379-0,95-(1—0,95) ~ 4,2429 o = \Jnp(1 — p)

Saapuvien matkustajien lukuméérd X noudattaa likimain
normaalijakaumaa N(360,05; 4,2429).

Madritetdéin GeoGebran todennékdisyyslaskurilla todennédkdisyys, ettd
korkeintaan 370 matkustajaa saapuu lennolle.

On madritettava P(X <370,5).



340 345 365 3860

_/~  Normaalijakauma  ~ p 30.05 o 42429

EDIHEN:

P(X< 3705 )= 0.9931

P(X <370,5) 20,99

Lennolle saapuu korkeintaan 370 matkustajaa todennédkdisyydelld 0,99.

Vastaus
0,99
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